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一类偶数阶中立型泛函偏微分系统的振动准则

罗李平，罗振国，杨　柳
（衡阳师范学院统计学院，湖南 衡阳 ４２１００２）

摘　要：考虑一类具连续滞量和非线性扩散项的偶数阶中立型泛函偏微分系统，利用一种基于一类核函数
Φ（ｔ，ｓ，ｒ）和Ｒｉｃｃａｔｉ变换的新技巧，建立了该类系统在Ｒｏｂｉｎ边值条件下所有解振动的若干新的充分条件。
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　　在自然科学和工程技术研究中，许多现象都用
（偏）微分系统作为其数学模型，但都是假定事物

的变化规律只与当时状态有关，而与过去历史状态

无关。但在实际问题中，一个系统将来的行为不仅

依赖于现在的状态，也受过去状态的影响。因此，

用传统的 （偏）微分系统去描述系统状态只是一

种近似，并不能精确描述，取而代之的是带有各种

滞后量 （特别是带时间滞后量）的 （偏）微分系

统，被统称为泛函 （偏）微分系统。由于泛函

（偏）微分系统充分考虑到历史因素 （即滞后量）

对系统的影响，故能更精确地描述实际现象，在物

理学、生物数学、经济数学、自动控制、通讯理论

等学科领域中都广泛地涉及到它。振动性理论作为

泛函偏微分系统定性理论的重要分支之一，对其展

开研究具有重要的理论价值和实用价值。近年来，

关于泛函偏微分系统的振动性研究已取得了一些很

好的结果［１－７］，但关于具连续滞量和非线性扩散项

的泛函偏微分系统 （尤其是高阶情形）的振动性

的研究还不多见。本文的目的是着手研究如下的具

连续滞量和非线性扩散项的偶数阶中立型泛函偏微

分系统

ｎ

ｔｎ ｕｉ＋∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）ｕｉ［ｘ，ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η{ }）＋

∑
ｍ

ｊ＝１
∫
ｂ

ａ
ｑｉｊ（ｘ，ｔ，ξ）ｕｊ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）＝

ａｉ（ｔ）ｈｉ（ｕｉ）Δｕｉ＋∑
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋ（ｔ）ｈｉｋ（ｕｉ（ｘ，σｋ（ｔ）））

Δｕｉ（ｘ，σｋ（ｔ）），（ｘ，ｔ）∈Ω×Ｒ＋≡Ｇ，
ｉ＝１，２，…，ｍ （Ｅ）

在Ｒｏｂｉｎ边值条件
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ｕｉ
ν
＋β（ｘ）ｕｉ＝０，（ｘ，ｔ）∈Ω×Ｒ＋，

ｉ＝１，２，…，ｍ （Ｂ）
下解的振动性，其中ｎ≥２为偶数，Ω是ＲＭ中具有
逐片光滑边界Ω的有界区域，Δ是ＲＭ中的Ｌａｐｌａ
ｃｉａｎ算子，Ｒ＋＝［０，∞），ν是 （Ω的单位外法向
量，（Ｅ）中的积分均为Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ积分，通过引进三
元函数类Ｙ，并结合Ｒｉｃｃａｔｉ技巧，建立了判别边值
问题 （Ｅ）、（Ｂ）所有解在Ｇ内振动的不需要借助
特征值定理的若干新的充分条件，所得结果以

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

［·］＞ｃｏｎｓｔ．的形式给出，目前这在国内外

同类研究中尚未见报道。

本文中，如不特别说明，总假设下列条件成

立：

（Ｈ１）ｐ（ｔ，η）∈Ｃ（Ｉ×［ｃ，ｄ］，Ｒ），Ｉ＝［ｔ０，∞），

ｐ（ｔ，η）≥０，Ｐ（ｔ）＝∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）ｄτ（η）≤Ｐ＜１，Ｐ为

常数；

（Ｈ２）ｒ（ｔ，η）∈Ｃ（Ｉ×［ｃ，ｄ］，Ｒ），ｒ（ｔ，η）≤ｔ，
ｌｉｍ
ｔ→∞

ｍｉｎ
η∈［ｃ，ｄ］

ｒ（ｔ，η）＝∞；

（Ｈ３）ｑｉｊ（ｘ，ｔ，ξ）∈Ｃ（珚Ω×Ｒ＋×［ａ，ｂ］，Ｒ），
ｑｉｉ（ｘ，ｔ，ξ）＞０，珋ｑｉｊ（ｔ，ξ）＝ｍａｘｘ∈珚Ω

ｑｉｊ（ｘ，ｔ，ξ），

ｑｉｉ（ｔ，ξ）＝ｍｉｎｘ∈珚Ω｛ｑｉｉ（ｘ，ｔ，ξ）｝，ｉ，ｊ∈Ｉｍ ＝｛１，２，…，ｍ｝，

ｑ（ｔ，ξ）＝ｍｉｎ
ｉ∈Ｉｍ
｛ｑｉｉ（ｔ，ξ）－∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
珋ｑｊｉ（ｔ，ξ）｝≥０，

Ｑ（ｔ）＝∫
ｂ

ａ
ｑ（ｔ，ξ）ｄμ（ξ）；

（Ｈ４）ｇ（ｔ，ξ）∈Ｃ（Ｉ×［ａ，ｂ］，Ｒ）关于ｔ和ξ均为

非减，
ｄ
ｄｔｇ（ｔ，ａ）存在，ｇ（ｔ，ξ）≤ｔ，ξ∈［ａ，ｂ］，并且

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｍｉｎ
ξ∈［ａ，ｂ］

ｇ（ｔ，ξ）＝∞；

　　（Ｈ５）ａｉ（ｔ），ａｉｋ（ｔ）∈ Ｃ（Ｉ，Ｒ＋），σｋ（ｔ）∈ Ｃ（Ｉ，
Ｒ），ｌｉｍ

ｔ→∞
σｋ（ｔ）＝∞，ｋ∈Ｉｓ；

（Ｈ６）ｈｉ（ｕｉ），ｈｉｋ（ｕｉ）∈Ｃ
１（Ｒ，Ｒ＋），

ｕｉｈ′ｉ（ｕｉ）≥０，ｕｉｈ′ｉｋ（ｕｉ）≥０，ｉ∈Ｉｍ，ｋ∈Ｉｓ；
（Ｈ７）τ（η），μ（ξ）分别为 ［ｃ，ｄ］和 ［ａ，ｂ］上非

减函数。

１　定义及引理
定义１　称向量函数
ｕ（ｘ，ｔ）＝（ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ），…，ｕｍ（ｘ，ｔ））

Ｔ

为边值问题 （Ｅ）、 （Ｂ）的解，若它在Ｇ内满足方
程组 （Ｅ）且在Ω×Ｒ＋上满足边界条件 （Ｂ）。

定义２　称数值函数ｖ（ｘ，ｔ）在Ｇ内振动，若对
任意正数 β，存在点 （ｘ０，ｔ０）∈ Ω×［β，∞），使得

ｖ（ｘ０，ｔ０）＝０，否则，称为非振动的；称边值问题
（Ｅ）、（Ｂ）的解ｕ（ｘ，ｔ）在Ｇ内振动，若它至少有一
个分量作为数值函数是振动的；称边值问题 （Ｅ）、
（Ｂ）的解ｕ（ｘ，ｔ）在Ｇ内非振动，若它的每一个分
量作为数值函数都是非振动的。

定义３　设Ｄ＝｛（ｔ，ｓ）：ｔ≥ｓ≥ｔ０｝，称函数Ｈ＝
Ｈ（ｔ，ｓ）属于函数类Ｘ，记作Ｈ∈Ｘ，若Ｈ∈Ｃ（Ｄ，Ｒ）
满足：当ｔ≥ｔ０时，Ｈ（ｔ，ｔ）＝０；当ｔ＞ｓ≥ｔ０时，
Ｈ（ｔ，ｓ）＞０，并且在Ｄ上关于ｔ和ｓ有连续偏导数。

定义４　设Ｅ＝｛（ｔ，ｓ，ｒ）：ｔ≥ｓ≥ｒ≥ｔ０｝，称函
数Φ＝Φ（ｔ，ｓ，ｒ）属于函数类Ｙ，记作Φ∈Ｙ，若Φ∈
Ｃ（Ｅ，Ｒ）满足：当ｔ≥ｒ≥ｔ０时，Φ（ｔ，ｔ，ｒ）＝Φ（ｔ，ｒ，
ｒ）＝０；当ｔ＞ｓ＞ｒ≥ｔ０时，Φ（ｔ，ｓ，ｒ）＞０，并且在
Ｅ上关于ｓ有连续偏导数。

设Φ∈ Ｙ，ｇ（ｔ）∈ Ｃ（［ｔ０，Ｒ），Ｒ），定义算子
Ｔ［；ｒ，ｔ］如下

Ｔ［ｇ；ｒ，ｔ］＝∫
ｔ

ｒ
Φ（ｔ，ｓ，ｒ）ｇ（ｓ）ｄｓ，

（ｔ，ｓ，ｒ）∈Ｅ （１）
函数φ（ｔ，ｓ，ｒ）定义为

Φ（ｔ，ｓ，ｒ）
ｓ

＝φ（ｔ，ｓ，ｒ）Φ（ｔ，ｓ，ｒ） （２）

　　注１　容易验证算子Ｔ［；ｒ，ｔ］是线性算子，并
且满足

Ｔ［ｇ′；ｒ，ｔ］＝－Ｔ［ｇφ；ｒ，ｔ］，
ｇ（ｔ）∈Ｃ１（［ｔ０，Ｒ），Ｒ） （３）

　　注２　易知对任意Ｈ１，Ｈ２∈Ｘ，有Ｈ１（ｔ，ｓ）Ｈ２（ｓ，
ｒ）∈Ｙ。

引理１［８］　设ｙ（ｔ）∈Ｃｎ（Ｉ，Ｒ）为常号，在Ｉ上
ｙ（ｎ）（ｔ）≠０且满足ｙ（ｎ）（ｔ）ｙ（ｔ）≤０，则

（ｉ）存在ｔ１≥ｔ０，使得ｙ
（ｉ）（ｔ）（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）

在［ｔ１，∞）上常号；
（ｉｉ）存在ｌ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，ｎ＋ｌ为奇数，

使得

ｙ（ｉ）（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ１，ｉ＝０，１，２，…，ｌ；
（－１）ｉ＋ｌｙ（ｉ）（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ１，ｉ＝ｌ＋１，…，ｎ
引理 ２［９］　设 ｙ（ｔ）满足引理 １的条件，且

ｙ（ｎ－１）（ｔ）ｙ（ｎ）（ｔ）≤０，ｔ≥ｔ１，则对每一θ∈（０，１），存
在常数Ｎ＞０，使得

ｙ′（θｔ）≥Ｎｔｎ－２ ｙ（ｎ－１）（ｔ），ｔ≥ｔ１

２　主要结果及其证明
定理１　若微分不等式

Ｗ′（ｔ）＋λＱ（ｔ）＋λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）Ｗ２（ｔ）≤０，
ｔ≥ｔ０ （４）

１５
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无最终正解，其中λ＝１－Ｐ，Ｎ是某一正数，则边
值问题 （Ｅ）、（Ｂ）的所有解在Ｇ内振动。

证明　假设边值问题 （Ｅ）、 （Ｂ）有一个非振
动解ｕ（ｘ，ｔ）＝（ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ），…，ｕｍ（ｘ，ｔ））

Ｔ，不

失一般性，不妨设 ｕｉ（ｘ，ｔ） ＞０，（ｘ，ｔ）∈ Ω×Ｉ，
ｉ∈Ｉｍ。令δｉ＝ｓｇｎｕｉ（ｘ，ｔ），Ｚｉ（ｘ，ｔ）＝δｉｕｉ（ｘ，ｔ），则
Ｚｉ（ｘ，ｔ）＞０，（ｘ，ｔ）∈Ω×［ｔ０，∞），ｉ∈Ｉｍ。由条件
（Ｈ２），（Ｈ４），（Ｈ５）知，存在ｔ１≥ｔ０，使得Ｚｉ（ｘ，ｔ）＞０，
Ｚｉ（ｘ，σｋ（ｔ））＞０，Ｚｉ［ｘ，ｒ（ｔ，η）］＞０，Ｚｊ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］
＞０，（ｘ，ｔ）∈Ω×［ｔ１，∞），η∈［ｃ，ｄ］，ξ∈［ａ，ｂ］，
ｉ，ｊ∈Ｉｍ，ｋ∈Ｉｓ。

问题 （Ｅ）两边关于ｘ在Ω上积分，有
ｄｎ

ｄｔｎ∫ΩＺｉｄｘ＋∫Ω∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｚｉ［ｘ，ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）ｄ{ }ｘ＝

ａｉ（ｔ）∫Ωｈｉ（ｕｉ）ΔＺｉｄｘ＋∑
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋ（ｔ）∫Ωｈｉｋ（ｕｉ（ｘ，σｋ（ｔ）））·

ΔＺｉ（ｘ，σｋ（ｔ））ｄｘ－

∑
ｍ

ｊ＝１

δｉ
δｊ∫Ω∫

ｂ

ａ
ｑｉｊ（ｘ，ｔ，ξ）Ｚｊ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］·

ｄμ（ξ）ｄｘ，ｔ≥ｔ１，　ｉ∈Ｉｍ （５）
交换积分顺序有

∫Ω∫
ｂ

ａ
ｑｉｊ（ｘ，ｔ，ξ）Ｚｊ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］）ｄμ（ξ）ｄｘ＝

∫
ｂ

ａ
ｑｉｊ（ｘ，ｔ，ξ）∫ΩＺｊ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］ｄｘｄμ（ξ），

ｔ≥ｔ１，ｉ，ｊ∈Ｉｍ （６）
利用Ｇｒｅｅｎ公式，边界条件 （Ｂ）及 （Ｈ６），得到

∫Ωｈｉ（ｕｉ）ΔＺｉｄｘ＝
∫Ωｈｉ（ｕｉ）

Ｚｉ
ν
ｄＳ－∫Ωｈｉ（ｕｉ）Ｚｉｄｘ＝

－∫Ωｈｉ（ｕｉ）β（ｘ）ｕｉｄＳ－∫Ωδｉｈ′ｉ（ｕｉ）ｕｉ ２ｄｘ≤０，
ｔ≥ｔ１，ｉ∈Ｉｍ （７）

∫Ωｈｉｋ（ｕｉ（ｘ，σｋ（ｔ）））ΔＺｉ（ｘ，σｋ（ｔ））ｄｘ≤０，
ｔ≥ｔ１，ｉ∈Ｉｍ，ｋ∈Ｉｓ （８）

其中ｄＳ是Ω上的面积元素。
联合式 （５） －式 （８），并注意到条件

（Ｈ３），（Ｈ５），有
ｄｎ

ｄｔｎ∫ΩＺｉｄｘ＋∫Ω∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｚｉ［ｘ，ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）ｄ{ }ｘ≤

－∫
ｂ

ａ
ｑｉｉ（ｔ，ξ）∫ΩＺｉ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］ｄｘｄμ（ξ）＋

∑
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
∫
ｂ

ａ
珋ｑｉｊ（ｔ，ξ）∫ΩＺｊ［ｘ，ｇ（ｔ，ξ）］ｄｘｄμ（ξ），

ｔ≥ｔ１，ｉ∈Ｉｍ （９）

令　Ｖｉ（ｔ）＝∫ΩＺｉ（ｘ，ｔ）ｄｘ，ｔ≥ ｔ１，ｉ∈ Ｉｍ，显然
Ｖｉ（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ１，ｉ∈Ｉｍ，于是由式 （９）有

｛Ｖｉ（ｔ）＋∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｖｉ［ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）｝

（ｎ）＋

∫
ｂ

ａ
ｑｉｉ（ｔ，ξ）Ｖｉ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）－

∑
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
∫
ｂ

ａ
珋ｑｉｊ（ｔ，ξ）Ｖｊ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）≤０，

ｔ≥ｔ１，ｉ∈Ｉｍ

令 Ｖ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｖｉ（ｔ），ｔ≥ｔ１，显然Ｖ（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ１，

于是上式按ｉ＝１，２，…，ｍ垂直相加，可得

Ｖ（ｔ）＋∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｖ［ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η{ }）（ｎ）

＋

∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｂ

ａ
｛ｑｉｉ（ｔ，ξ）Ｖｉ［ｇ（ｔ，ξ）］－

∑
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
珋ｑｉｊ（ｔ，ξ）Ｖｊ［ｇ（ｔ，ξ）］｝ｄμ（ξ）≤０，

ｔ≥ｔ１ （１０）
注意到

∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｂ

ａ
｛ｑｉｉ（ｔ，ξ）Ｖｉ［ｇ（ｔ，ξ）］－

∑
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
珋ｑｉｊ（ｔ，ξ）Ｖｊ［ｇ（ｔ，ξ）］｝ｄμ（ξ）＝

∑
ｍ

ｉ＝１
∫
ｂ

ａ
ｑｉｉ（ｔ，ξ）－∑

ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
珋ｑｊｉ（ｔ，ξ{ }）Ｖｉ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）≥

∫
ｂ

ａ
ｍｉｎ
ｉ∈Ｉｍ

ｑｉｉ（ｔ，ξ）－∑
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
珋ｑｊｉ（ｔ，ξ{ }）∑

ｍ

ｉ＝１
Ｖｉ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）＝

∫
ｂ

ａ
ｑ（ｔ，ξ）Ｖ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ），　ｔ≥ｔ１

于是由式 （１０）有

｛Ｖ（ｔ）＋∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｖ［ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）｝（ｎ）＋

∫
ｂ

ａ
ｑ（ｔ，ξ）Ｖ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）≤０，　ｔ≥ｔ１（１１）

令

　ｚ（ｔ）＝Ｖ（ｔ）＋∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｖ［ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）（１２）

则ｚ（ｔ）≥Ｖ（ｔ）＞０，并且结合式 （１１）有

ｚ（ｎ）（ｔ）≤－∫
ｂ

ａ
ｑ（ｔ，ξ）Ｖ［ｇ（ｔ，ξ）］ｄμ（ξ）≤０，

ｔ≥ｔ１ （１３）
于是由引理１知，存在 ｔ２≥ ｔ１，使得 ｚ′（ｔ）＞０和
ｚ（ｎ－１）（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ２。由式 （１２）有

Ｖ（ｔ）＝ｚ（ｔ）－∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）Ｖ［ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）≥

ｚ（ｔ）－∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）ｚ［ｒ（ｔ，η）］ｄτ（η）≥

２５
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ｚ（ｔ）－∫
ｄ

ｃ
ｐ（ｔ，η）ｚ（ｔ）ｄτ（η）＝

（１－Ｐ（ｔ））ｚ（ｔ）≥λｚ（ｔ），　ｔ≥ｔ２ （１４）
联合式 （１３）和式 （１４）产生

ｚ（ｎ）（ｔ）≤－λＱ（ｔ）ｚ［ｇ（ｔ，ａ）］，　ｔ≥ｔ２ （１５）
令

Ｗ（ｔ）＝ ｚ（ｎ－１）（ｔ）
ｚ［λｇ（ｔ，ａ）］

，　ｔ≥ｔ２ （１６）

则Ｗ（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ２。因ｚ（ｔ）是增函数，ｇ（ｔ，ξ）关于
ｔ和ξ非减，故存在ｔ３≥ｔ２，使得

ｚ［ｇ（ｔ，ａ）］＞ｚ［λｇ（ｔ，ａ）］＞０，　ｔ≥ｔ３

因ｇ（ｔ，ａ）≤ｔ和 ｄ
ｄｔｇ（ｔ，ａ）＝ｇ′（ｔ，ａ）＞０，故由引

理２知，存在Ｎ＞０和ｔ４≥ｔ３，使得
ｚ′［λｇ（ｔ，ａ）］≥Ｎｇｎ－２（ｔ，ａ）ｚ（ｎ－１）［ｇ（ｔ，ａ）］≥

Ｎｇｎ－２（ｔ，ａ）ｚ（ｎ－１）（ｔ），　ｔ≥ｔ４ （１７）
于是由式 （１５） －式 （１７）有

Ｗ′（ｔ）＝ ｚ（ｎ）（ｔ）
ｚ［λｇ（ｔ，ａ）］

－

λｇ′（ｔ，ａ）ｚ（ｎ－１）（ｔ）ｚ′［λｇ（ｔ，ａ）］
ｚ２［λｇ（ｔ，ａ）］

≤

－λＱ（ｔ）－λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）Ｗ２（ｔ），　ｔ≥ｔ４
即

Ｗ′（ｔ）＋λＱ（ｔ）＋λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）Ｗ２（ｔ）≤０，
　ｔ≥ｔ４ （１８）

此示Ｗ（ｔ）是微分不等式 （４）的一个最终正解，
而这与定理１的题设矛盾。证毕。

定理２　若对任意ｒ≥ｔ０，存在函数Φ∈Ｙ，使
得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ＴλＱ（ｔ）－ φ２（ｔ，ｓ，ｒ）
４λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）

；ｒ，[ ]ｔ＞０
（１９）

其中算子 Ｔ和函数 φ（ｔ，ｓ，ｒ）分别由式 （１）和式
（２）定义，则边值问题 （Ｅ）、（Ｂ）的所有解在 Ｇ
内振动。

证明　由定理１知，只需要证明在定理２的条
件下，微分不等式 （４）无最终正解即可。

假设微分不等式 （４）存在一个解 Ｗ（ｔ）在
［ｔ０，∞）（ｔ０ ＞０）上无零点，不失一般性，不妨
设Ｗ（ｔ）＞０，ｔ∈［ｔ１，∞），ｔ１≥ｔ０。由不等式 （４）
有

λＱ（ｔ）≤－Ｗ′（ｔ）－λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）Ｗ２（ｔ），
ｔ≥ｔ１ （２０）

对式 （２０）应用算子Ｔ［；ｒ，ｔ］（ｔ≥ｒ≥ｔ１），并利
用式 （３）可得

Ｔ［λＱ（ｔ）；ｒ，ｔ］≤Ｔ［Ｗ（ｔ）φ（ｔ，ｓ，ｒ）－

λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）；ｒ，ｔ］＝

Ｔ　
　
－　
　 λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ槡 ）Ｗ（ｔ）([ －

φ（ｔ，ｓ，ｒ）
２ λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ槡

)
）

２

＋

φ２（ｔ，ｓ，ｒ）
４λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）

；ｒ，]ｔ≤
Ｔ φ２（ｔ，ｓ，ｒ）
４λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）

；ｒ，[ ]ｔ
于是对任意ｔ≥ｒ≥ｔ１，有

ＴλＱ（ｔ）－ φ２（ｔ，ｓ，ｒ）
４λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）

；ｒ，[ ]ｔ≤０
（２１）

对式 （２１）取上极限，可得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

ＴλＱ（ｔ）－ φ２（ｔ，ｓ，ｒ）
４λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）

；ｒ，[ ]ｔ≤０
此与式 （１９）相矛盾。证毕。

注３　由定理１可知，选择不同的核函数Φ（ｔ，
ｓ，ｒ），通过简单的计算，可得到边值问题 （Ｅ）、
（Ｂ）不同的振动准则。

若取Φ（ｔ，ｓ，ｒ）＝Ｈ１（ｔ，ｓ）Ｈ２（ｓ，ｒ），其中Ｈ１，Ｈ２
∈Ｘ。由定理１可得如下定理。

定理３　若对任意 ｒ≥ ｔ０，存在函数 Ｈ１，Ｈ２∈
Ｘ，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｒ
Ｈ１（ｔ，ｓ）Ｈ２（ｓ，ｒ）·

　
　λ
Ｑ（ｓ）－ １

４λＮｇｎ－２（ｓ，ａ）ｇ′（ｓ，ａ{ ）
·

－
ｈ１（ｔ，ｓ）
Ｈ１（ｔ，ｓ槡 ）

＋
ｈ２（ｓ，ｒ）
Ｈ２（ｓ，ｒ槡

[ ]
）

}
２

ｄｓ＞０

其中ｈ１，ｈ２定义如下
Ｈ１（ｔ，ｓ）
ｓ

＝－ｈ１（ｔ，ｓ） Ｈ１（ｔ，ｓ槡 ），

Ｈ２（ｓ，ｒ）
ｓ

＝ｈ２（ｓ，ｒ） Ｈ２（ｓ，ｒ槡 ） （２２）

ｈ１，ｈ２在Ｄ上局部可积，则边值问题 （Ｅ）、 （Ｂ）
的所有解在Ｇ内振动。

若取 Φ（ｔ，ｓ，ｒ）＝ρ（ｓ）（ｔ－ｓ）α（ｓ－ｒ）β，其中
ρ（ｓ）∈Ｃ１（Ｉ，Ｒ＋），α，β＞１为常数。由定理１可得
如下定理。

定理４　若对任意 ｒ≥ ｔ０，存在函数 ρ（ｓ）∈
Ｃ１（Ｉ，Ｒ＋）和常数α，β＞１，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｒ
ρ（ｓ）（ｔ－ｓ）α（ｓ－ｒ）β·

λＱ（ｓ）－ １
４λＮｇｎ－２（ｓ，ａ）ｇ′（ｓ，ａ{ ）

·

３５



中山大学学报 （自然科学版） 第５４卷　

［
βｔ－（α＋β）ｓ＋αｒ
（ｔ－ｓ）（ｓ－ｒ） ］}２ ｄｓ＞０

则边值问题 （Ｅ）、（Ｂ）的所有解在Ｇ内振动。
注４　我们可以看到，定理２－定理４中的结

果都包含系数 ｐ和 ｑｉｊ的积分，因此需要系数在整
个区间Ｉ上的信息。然而根据 Ｓｔｕｍ分离定理，振
动性仅仅是一个区间性质。因此，下面对边值问题

（Ｅ）、（Ｂ）的区间振动性质做进一步的研究，建立
了几个新的区间振动准则，这些准则仅仅是基于系

数在Ｉ的一系列子区间上的信息。
定理５　若对任意ｒ≥ｔ０，存在函数Φ∈Ｙ和常

数ｖ＞ｕ≥ｒ，使得

Ｔ［λＱ（ｔ）－ φ２（ｖ，ｓ，ｕ）
４λＮｇｎ－２（ｔ，ａ）ｇ′（ｔ，ａ）

；ｕ，ｖ］＞０

其中算子 Ｔ和函数 φ（ｖ，ｓ，ｕ）分别由式 （１）和式
（２）定义，则边值问题 （Ｅ）、（Ｂ）的所有解在 Ｇ
内振动。

证明　同定理２的证明，将其中的 ｔ，ｒ分别用
ｖ和ｕ替换，容易看到微分不等式 （４）的每一个
解在区间 （ｕ，ｖ）中至少有一个零点，即不等式
（４）的每一个解在Ｉ上有任意大的零点，因此微分
不等式 （４）无最终正解。由定理１知，边值问题
（Ｅ）、（Ｂ）的所有解在Ｇ内振动。证毕。

类似于注３的讨论，可得如下结果。
定理６　若对任意ｒ≥ｔ０，存在函数Ｈ１，Ｈ２∈Ｘ

和常数ｖ＞ｕ≥ｒ，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｒ
Ｈ１（ｖ，ｓ）Ｈ２（ｓ，ｕ）·

　
　λ
Ｑ（ｓ）－ １

４λＮｇｎ－２（ｓ，ａ）ｇ′（ｓ，ａ）{ ·

－
ｈ１（ｖ，ｓ）
Ｈ１（ｖ，ｓ槡 ）

＋
ｈ２（ｓ，ｕ）
Ｈ２（ｓ，ｕ槡

( )
）

}
２

ｄｓ＞０

其中ｈ１，ｈ２由式 （２２）定义，则边值问题 （Ｅ）、
（Ｂ）的所有解在Ｇ内振动。

定理７　若对任意 ｒ≥ ｔ０，存在函数 ρ（ｓ）∈
Ｃ１（Ｉ，Ｒ＋）和常数α，β＞１，ｖ＞ｕ≥ｒ，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｒ
ρ（ｓ）（ｖ－ｓ）α（ｓ－ｕ）β（λＱ（ｓ）－

１
４λＮｇｎ－２（ｓ，ａ）ｇ′（ｓ，ａ）

βｖ－（α＋β）ｓ＋αｕ
（ｖ－ｓ）（ｓ－ｕ( )） )２ ｄｓ＞０

则边值问题 （Ｅ）、（Ｂ）的所有解在Ｇ内振动。
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